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1 GIRIS
1.1 Kumeler ve Fonksiyonlar

Bir kime, igi tanmlonmis cisimlerin Bir ailesi olorak oline-
cokhr Kumedeli cisimlere , elemonlor veya nokdulour denilecelktir.
Z bir S ktmesinin elemon ise xeS, elemani degil ise x€S ile
gusterilecettir,

kimeler, elemanlor agikga listelenerek kume paranteri iqin
de ( sraegin, fabic3) veya e.leManlar} verilen bir P kasulv ile
belirleniyorsa £x1xeP3 ile gusterilider. (Ornegin, § x 1, bir
MoVl laufl-un} ) elemanlort boton mavi Luglor olon kimeyi gaster
metdedir).

S kumesindelr her eleman , T kimesinia de bir eleran
ise S\ye Tlain bir alt Ldmesi denir ve ScT fle gasterilir
(VxeS tdin xeT jse ScT) Tamamen ayn elemonlor; ¢eren
iki kbmeye esit denin Yani, ST veTcs ise s=Tdir ¢ isa-
reth le alk kine olmomeyr gasterecegiz.

Eleman igermeyen kime ; bos kime olorik tonmloasr ve
@ (veya§3) ile qusterilin. Bos kvme, her tbmenin alt kimesidin:

S veT herhangi i\ kiMe olmak 32ere TVde S'ain hutunle-
yesi, T-S ile gesterilic ve S'rin eleman olmayon Tiek; bolin ele-
monlorn tumesi elamle tanmbar,

ki Edmenia birlesimg ve kesisimi

AUB={xlxeA veya x6B3

ANB =% x| xeA ve xeB83= x| xeA, 'xe-Bg
oorok toamlanr. ANB=g ise A ile B erchr denir. Daho ge~
nel olorsk § A3, o1 ) bir T kimesi torofinden indekslenmis
kumeler oilesi olmak v2ere I‘ga indeks kumesi denis, kesisim
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ve birlesim +anm,
U A« =§x | enor birwel i¢In x&ALS
- §

QIA-\ =£x | her keI iain x€Ax$

le verilir,
Bir X kumesinin bubtin olt kumeler ailesi Z*veya Pex ile ga-
rerilir. £AnD , bir X kimesinin alt kUmeler ailesi olsun. De Mer-

gon kuvral;

(YA = X=-YA =) x-) = D45,
(Qax)=x-QA, =Y (x-An) U A5

oD
(Buroda, A% X-Adir) I=IN (saylobilir)ise §And eq™ 54a3_ =
& Ausy)AnyB H,;A"'F,g"‘n ) ddrf =,§, An tle giasterilicler,

Bazi Orellitler

) En,?,:__, azalon bir diti olusturan kymeler ailesi ve A::f;\? An
ise A= AU(A4A)V0U-Az)U--- =A Up:,(ﬂn-ﬂmul it

2) & An 3 arton bir dizi olugturan kimeler ailesi ve A= E An ise
A=A U () UAs-A) U = AU D (Ani-An) dir (Arton bir dini o
lug burmok demek A, CALC A C--- demelbdir.)

3) 02123, kin An oynk Eimeler ve By Aj ise [} 8,=¢ ve
6,2 8,028~ dir. -

u) A= An tse A=A UGAI Dy~ AT U=l Ca-UaiT din

A A
===\ ——] A= AUALUAzUA, UAg

=A; UlA=A) U CAz- (A VAL U
By~ (AUALUA)] UTAS - (A up, Uy uA, )]

n-l ' ] e
Vesu Bnr=An- .‘H‘ Aj = Ap= (AUAU-- UAp-t) denirxe A:H An :‘-nU Bn d:f'.
= =¢

BvPoJa, Sog {'ofd‘F"'dH l:‘arle,rim'e bulu‘\ad 3:\ kb’he.lef‘f dgl"t&l‘d‘.
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Bagmnh ve Fonksiyonlor
Ave B herhongi 1ki kime olsun- A ve Bhin korleryen garpm
a€A ve beB olmak Brere buotun sirali tab) ¢Tftlerinin kime-

st olorok tonmlane ve AxB ile gasterilic, Yani
AxB=% (ab) | a€A, beB3

dir

A8 nin herhorgibir R alt kinesine, A ile B arosindaki bir
bagnh denir AxA'a bir o kimesine , A Tarerinde bir ba’ﬁ‘m-}:de-
MR RCAB (Yoni R, AsB'rin bir ol kimest douek Aile B arosinds bir
La?jmh olmos; demel) ise (ap)eR veya aRbile yaulr Buna «a
ve b, R bojinhlidir danir. (Goginti v notasyanv ile gusheribirse, yani
v CAxB ise , anb yauiler.)

Blr X kumesinden bir ¥ kumesine bir fontsiyon, X\in her eleran.
na, Y'ain yalaz ve yalan bir £ bagmdinr karsilk getiren X ile Y a-
rasindaki bir boam'héu‘. Yoni fcxxY

) YzeX, JyeY =xM9ef
i) (xy)ef, (xt%h)ef =D Yc4,

e f'ye X'dan Yye Br fonkiyen denin (xu)6F ise alistlagebhdis
notosyon fle y=fox) youlie Fonkayoalora, 4asvir de denir,

£, X dan Y'ye bir fonksiyon ise X'e £'ria tonm kimesi, V‘ye.
de garinky (deger) kismesi denir. Z cX ise Flain Z'ye kisttlonmis,
fly e gasterilir, her xe2 et £, x1=+09) fle tammlanon 2'den \/'gc bir
'Fonksiymdvn (£ forksiyonuno da Fl*nin bir gedislemesi desir.)

f, x'den Y‘ge bir fonksiyen , ACX ve BcY ise A kimesiam

£A)=f 9e¥| xeA 1¢in y=fx)$
B kimesiin ters gérintusy
£18)=§ xeX | £cv) €83

din
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1.1 Kiimeler ve Fonksiyonlar @

fix)=Y ise -F\ge Uzerine (Srten) denir. Her x,2#%, clemanlon i-
¢in fxy#fex,) 1se £ye 1-1 (bire-bir) fonksiyon denir. £ Fonksiyen
Lure.-lur ve Uzerine ise ters fonksiyav vordir ve fix) [le gdsheri lir
£ -Fonksgonu Yiden X'e giden bir -f'onblyanc)ur (f:x-2Y, f:yax
-Fof =1y ve 'ro-F -Ix dr. Bumda Ivtu) 9, I mex dir)

Teerem: £:X-2Y herhangt b -fa\h:yon ve € A3 61 Xde l‘”“"'ﬂ'l'"'
kismeler ailesi | se
of £(Y A=A

b) £ (Qxﬂ-g) C'Q-F(A.d (£, 1-t ise esiHik w3lanir.)
chr - _ |
(Teonem +' x—b‘i bnr -Cankﬂyon ve EB.‘}“I , Yde Gir kimeler ailesi ise

aH"(U CALIVES '(8)

, Qr(.[lga‘)‘:ﬂ:r{ (Gq)

' Teorem: ffx—a‘f bir -Conks'lyan, ACX ve BcY ise
o) £ (F(M DA (£, bire-bir ise esitlik soglonnr)

b) £ (fa)C8 (£, Vierine ise esitlik soglams.)
c) £tec) =[]

Kismi ve Tom Sirglama

Bir A kimesi UGierinde, bir R (&) bogunhsi,

1) YoeA, oRa (aca veya (n0)€R) (Tansimo ¢ Reflexive)

2) oRb,bRa =d az=b ( Tars Simetri! Aaki ﬁ%‘mﬁ*’ié’?’ﬂ@)

3) 0RL, bRe = aRe  (Gegigmne: Transitive
sorHormi soflorse, A Urefnde br kismi strolama denin A kime.
Si U2ernde bir bismi siroloma venlmisse A‘yq kissi siroli kime denmr;
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Kismi siraloma bagm'hsw < semboli ile de gasterebilirn.
Ornek: X bir kime ve 2%, XYin bubun alt kumeler aflest olsun, 2%
ierinde R boginkisi C (kapsama) olorok alundigincs , € bir k-
mi siralamodi

Kismi sirali kimeyi (X, ) ile gaslerelim. kismi siralr bir
A kUmesi Uzerinde , herhangi ki eleman a ve b iqin asgb veya

b oleor.sa, bu kismi Siro ‘aMaaa Yom sirglome denin

Ornek: 1R ger¢el (reel) sayilor kunmesi Uzerinde “Eugik veys it
2" bir LMt rolomedr. Bu kusmi siralamo ; Qyrices bam siralarmedt:
2% Viefindeki C (kapsamar) ba’éjml-m ise tom swrali de'ﬁiU:’r:

Gergel saylor kimesi Urerindeki Liqik veyo esit’ bo?u\.-'-u-,
bir kismi sirsbmonn il Bregi oldugu iin, aksi belirt Imedigi si-
fece kismi siralamo bo'gm s & Tle gaslerecdgia

(X, 2) kismi sirolt bir kime ve YeX olsun. Herhangi 4,y'e
elemanlorin XYin elemanlon olaruk a‘i)'sbnd‘a%vu'ihde yey! ile ¥ kire-
sini = ile kumi siroloamit olorak disunebilirn. 8o siralamoya , X torafin-
doan Y'de dagrdon swlomo Jenir

(X,<) kismi sirah bir kime ve YeX olsun. XYia bir w elemany,
her yeM 1¢in 4w sartm Soglyorso, Y iin bir Ust simr denir. X'in bir
v elemant, her yeY i¢in vaYy sarkn s0glyorsa du N 1win bir alt sinr
denir. X'ia bir i elemant; ¥V ain herhangibir w tist sine Tein wgil

ve i, Yiaia bir dst sinr Sorkin sa"ébyof:a , Y iein bir en kigok astsi-
nir (sop) dedir. Ep boyvk alt sine Cinf) benzer sekilde tonumlon.
Ornek: &, Qirasyonel sayilor kimesi Uzerinde, "kiguk veyo esit’ bo.
Gk ile bir kismi Siraloma ve V=% ye@ | ue T3 kimest olswn. 3, Y
taia bir it sinedie & rasga\el Soy\ a\MaJl’c'juddn J V‘nin e} da en 'L\'}qat
Ust siuet gokW-(Y‘n'm IRde en Lucvk Gst Sinter ise @ dir)

Y, bir kismi sirali kime (x,¢) ' nin bic ol kumasi olsun. ‘f\n'in Lirw
demon, her ye ¥-fud igin udy sorhm Saglljor.sa) ‘I‘Jemﬂgl_de&l:
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Y\nin b v clemon!, her ye Y-v3 igin 9 4v sarha sa’jlt:,oa'a, Ylde
mitimgl denif. W, Ye bir maksimal (minimal) elemon ise ,X'In w elema-
nna X\de maksimal (maiival) denir

OrnekliIRVde V=8 L3383 kumest verilsin. 8, Ve maksinal ve 1, Yde

Mminimaldin IR) maksimal ve minimal elemon igermer.

2) 22 kuMasmde, tusmi swalamd C teopsara) bodudu! ve Y= §¢i, 553 407

olsun. Yhin her clemon hem matsinal hem de aimwmaldr 2% ‘Yo R mabsi-
mal ve & misimal elemondis,

(X, %) kismi strali kimesinin bir Y olt kﬁueﬂ', & e do'érulan.ﬂ-
rolomaya gore um tse Y'ye X'de bir 2incie (chain) denin Yuni Y, X'de bir
2indrise herhongi u 4'eY elemonlon fgin ugy’ veya ylsy dw
Orneks X=$1,2:3,4:53 ve ZK, XVin bodin alt kdmeler ailest obun. Zx,
C (opsamo) baqindist fle verilen kismi siroli Limesinde

& 3,143, £4233,%4,2,3,43, X3
Wir 2indedic
Genel Korteryen Gorpim

X herhangil:‘:r kisme olswn. nelN olmol Tzere x: §1,2)-903 — X
Fonksiyonunce XYin -l eleman denir. %), (iziaan) , % ile gaslerilie
ve L. _keondinert elorsk adlondirilin. x fenksiyeny, %= () %) olomk
Ad \jo‘LI\aLl\lr

ATTY T ,An keyf: kimeler ve X= HAL obun. Anh, - ,A,. nin kor.
-l-eu.en Gorpm, "ITA,, veya A XA X- XA Tle soskﬁl:r ve XVia 1!-.,644:.

sorhini s0q layen Lu}m nli elemonlonini igoren kime olormk topmlonr. %w
T A = €%\ %:§nymn3 X, neds 3.
Ornek; Azd ve B¢¢' olsun. x:§123 - X=AUB , XWEA, %) EB
AxB =¢= | x:T}— AUB, x0)ax,c0 €A, Eiy=%z=bels
=§enb) | aeA, béBJ

% INSX Larksiyouna (bv bir ginidie) X'in wrly eleston denirs xin
ek As»’i]efi th)=x; (e guskrilin Bwo x'w L koordingd) dnir. Gorallible,
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E2 (@K %) 2(Ta) neiy Olotak gorihe AyAy )=o) Ap,o-- kimelerinin
l:ar“‘@gen Garpm! .ﬁA; ile gusterihir ve ¥iigin x;€A; olnak Trere
X4n beden wlu elemoabriin komest olorsk Yommlonir. X:.‘gfli oluak

i
Direre - . -~ .
T =fx 1= n—-sJaz=x, x;€4:3.

X indis kumest olmolk Grere 2: T5X -le's"lyonw Xia I,
elemany denir. Yx<I olmok t2ere ®n «daki degeri 2=y Tlegar
Yerlir Genellikle %= (Lalyer olorak youlr xeI olnat Uzere, Aa kine
lecidin kortnyen gorpm) T Ak fle gasterilir ve Yol icin xgehn
dmak trere X'in bidon I‘l. eleuanlanm Teeren kime elom k toninla-
owr. Joni, ¥=U Ad olmok Trere

;‘IIA‘ =gqc| x:I-2X, x,\eﬁ,‘B .

Seqim Aksiyomu Zorn's Lemma ; Zermelos Lemmq

Kimeler teaisinin en demel aksiyomlorindin Liidir: Degry ak-
Siyom olorok bilinir ve 1cpotlonmar. Birkirine deak olon birgol ifo-
desi vardin Bu aksyom gezard: edib'%?wb, matemo¥@Gin en ar Yo
i kulanilomor hole qehyd‘

Sequu AEsiyomu? 'I) ael icia Sﬁ.g?, bof olMajan ksmelerin bir
dilesi olsun- Her xel igin xix) €Ay olacat setilde 1'dan y“‘x ye
bir x -Pol\kﬂymu vordrt, g
IT) Bos olmoyan, ikiser ikiser ayrik §AnSer bos olmayon J:Bme_lera..
esh verilsin. Her Ax bumesinden golinco bir elemon igeren bir S k.
mes) vorde, |
L) § An3,.; bosolmayon kimeler allesi olsun. Her ael Tain A9
\se “'IIIA.‘ +¢ Jf B
Seqim aksiyomuna denk olan diger bir teorem:

,Zom‘s Lemmas (x,2) kism) s:ralanmr kimesinde her 2indirin bir Ust s

[I‘Il\u\ olAuzlmu ko\w\ edelim, Bu C‘ul‘UMcld X br Mah’mal e.'euan igefif;
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igi Sura\m\ms Kimeler ! (Well-order sets): (IN) &) lasmi sirgli kime.
sint ve IN'aia l\erlw\ﬂilp?r ACW alt kinesini disdaelim. Eger Az ise M-
nimal (en kislk elerons) sobiphin. Bu Baellik (Z,4), (@,2) veya (R, <)
kismi sinolt kimeler; igin deir de3ildin Oregin, A=f-y~2-,0 473
C 2 kimesi minimal elerano sahip Je«"j’:U?n

Bir (X, 4) kumi siml kimesine, XY bos kumeden forkli her
A bimesi bir midimal elemans sahipe; iyi sinlonmis (well - arderad)
deain:
Bans Baellikler:

Harhargi Tl Siroloamis kome, +om s trolidie

lyi sirolamis Eumenin en byl elemant olabilis veya olmayoilin

igi sum\onmc komenin en kUgok demon vordin (Birinci elemon)

Zerme\as [— Herhmal Lar kuMe iy _s:ralauétlm Yanu X%n iyl
swolanmost iein X Srerinde bir & ksmi sipaloma bdgurkst bulabilia.
T Bu teoremie Segim akqgomuma denktin
Dantlik Bagmhsu 3 Denklik Sinflon
Bir A kumesi (AxA) Uzerinde, bir R (w) ba'am-hSl J
1) YaeA, oRa Lama veya @0)6R] ( Yancima)
2) aRb=pbRa [anb=trvg vew ()ER ise (4a)eR] (Simetr)
3) aRb; bRe =5 aRc [and,) twe Dawne vaya --J ( Gegisne)
sort\ona sdglorsa, A brerinde bir dentlik bogunks) dedin Dentlik
ba’cjw\'ls‘, 3ene.\c}e., n sembold fle gas'lef’llfn Eger aRb (anb) ise g
ve b denttir Jdean
Ornebler; 1) Bir dodemdeki biutun Uegenla’n kimesl A olsm. Bener
olma'', A Uterinde Lir denklik boGhsidr. A Trerinde baska bir dank-
Wik bo'a]ml-m, “aym o\ona _s'aklp olua!! duv.
2) Herhutﬁ;ur A kimesi igin, késegen A=§ (qa)laeAl c AxA Ly
esitik bouhisdir ve A drerinde bir denklik ba’ajmhswh
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3) Dogal sayilor kimesinde, § (x,9) | z=y (med2) 3, bir dentlik baguh-
S\ (x-4 gt olmosi demektir)

Arckesiteri basr, bidesimlel bir X kumeint veren, kimeler
ailesine , X%a bir oynom (pargaloma, portiten) denir. (Veya; X%y
bir P alt kdmeler ailesi, X her elemont yalar ve yalmz Plaia
bir elemant torofindon 'iq.el‘nlixjar Sortin :a?h:.,ozra / xYia bir aynq-
My denir:)

Orneks X=Sabic,d? Limesinin bir aynsimi % €43, Fb<3, §77 ve
bosko bir oyfsml £€a,b3,5cd27 dir.

~, A erinde bir dentlik La%m‘l‘lﬂ olsur. Her aeA igin
Lal ..a—-E BeA | bva? alt kumaine aain _dgnkl:k s demr
Teorem$ nJ, A Urefinde Lir denl-.hl: Baey/lﬁﬂ olsun. Bu JUNMJGJ

1) UrCal=A
€A

W) onb ise Cal=Chl !
til) anub ise LalNCE}=¢ dir ’
?Teorem: Bir X kimesinde her oynsim, bir denklik bac‘j’m+u: fanimbar
Tersine her denklik bogndst, bir ayrsim olyrburvr. (Ayramo i kD
| meler dentlik siniflorid.)
Ornek: IN=§ 0)1,2)--7 ve nz §emn) | m-n U ile tam bE‘UABrg ise n,
IN 02efinde \ir dentlik boSundsidi,
Eel=L33=Lis]1=§ blenvod =Eblb-0zb Uge tom bilinen soyilord=§43,49,-7
e dz=$n4%---3, C21=82,5,5--3.
%) n\gmﬁﬂ.] Cel UL UL2] = N.
%) on3 old@undon CoJ=L3) (Veys 3wis oldigundon C33= =4S )
») o\ e.\Aue,wdan celNCO=¢.
*) E Lol l‘.t‘.\,tz’j} ) N bir asnﬂmdl‘.
Balim Tasviris X bir kime ve nJ, X arerinde bir deathik boguntsi alsun. 8-
kun deatlik sineflonnm Xinv=§t¥d ) xe X
kimesine X5 w ile belidenan belum kumesi deatr X'dea  bslom,
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kimesi Gzefine deGal +asvir (fonksiyon)
QU YIX/n, 9=
fontsiyorung  Lislom Yacviri (fonkiiyonv) denin
K Gmelerin kovveti; Sayilabiliclik, k ardinalite
Xve ¥ herhangi iki kume dsun. Eger X'den Y'ye bire-bir ve
Uzerine bir fonksiyon varsa, X ile Y ayat elemana sahiplir (veya ay-
a1 kowvete sahiphiny veyo aynt kordinale sahiphic veya dentdir) denir
X kumesi, §1,23)--403 kimesi ile ayat kardinale (dent) sakip
ise sonlv kume ) aksi durumda sonsvr kome denint X kiumesi s IN veyas
IN'nin herhongibir alt kimesi e aynt kordinale sohip e X Limesine
Sa_\ji\a‘a'l\'lf‘ Kime, aksi durumda (soyrlobilir aleijﬂ) suyilomaz bime doiir
5(1\@'.‘/\,_ N Z, &) §1,2/3)43 Sasdabilir kimeler, 12 saytlomar lomeds
Teorem: ( Bernstéin-Schrider) X'den V\ge L‘;ml’ir‘ £ ve Y‘Jen X'e bire-bi
Lir_g basviri (fonksiyaw) varsa X ve Y aym kordinalideye sakiphic v]
Banr Snﬂt\a\ﬁhrlik Baelljkler
#) Bir sonlu kumenin) herbong) bir alt kbmesi senludu
X Bir Sagllah‘l;r kimen, herhongi bir alt kumesi sagu\ab‘nl’:m'in
¥} ter sonsyr kSmenin, sa‘dtlabﬂir‘ bir alt bimest vordr.
¥ Soyllabilir bir Esmentin, her sonsi oW bdmesi saytlabilindin
2 Saidt\q“nir soyida Saﬂlla\:'c\';r‘ kimelerin birlegiml Sagt]auhm'ﬁ‘.
M Ave B kimeler .s’agalalnilir e AxB kdmesl sagdabﬂ’ut}in
o) oralginds bolunon bk gervel reel) soyrlonn kimesi
saylama2 bir ksmedin,
Co ) ara\tjmda buluern bokon gemd Soddar Lomesine dak

olan bir kumeye kontingum Luwelindedir denir ve. gena;Ue. cile
g ssterilin

e S el Voo Torars e e
lkuwethedit,
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@

\cuwe.hnde okun‘ar Bu durumda “lirﬂ'ﬁ kimesi de  kantinyum kmnre:l-mcfe-ﬂl

din
tod'den Rye aiden bikon gervel degerli Fonkstyonlar Ko

mesini cToyl] ile gésterelim, cCoil kuwetl, kontingumdon doha |

Ubugu\n olor _Lir LuMeL'}lf . o

Teorem! Herhangc X Komesinin lanarak komasi 2% (Paxi) in boue
X\m lcuwe‘\-mJen doho oy oHUr (XY ol bomeler qilesinin e

ﬂemn sayust, X4 eleman .cdtd;.cm&m 'Faz\otjﬂ"l

| X=51233 Ug elemanlr, 2 =T 9K, 513, 53,53), Su2f €17, §2,353 g eleponl;

X sacdt\ab'lhr isa 2X l:m-}'ityum kuvveH e

l; X kontingum kuwvete lse 2* cco.i] \cuwehfdd;'f‘ e

ikon‘}-mﬂum HnPO'\eLl (C‘-cn-\ar) o

Kardinalitesi , rasyenel sayilor ile gersel Saslla!‘ aroSinda bv
lunan bir kume yolhur

Conder, 18#8'de by lrupolrezi Hne s'orm);-l-an (1960 yilinds,
Pariste 3aPt\aﬂ Uluslorarasi Matemabik l<ongre;7nde Hi Iberf-‘amb
lesderi olorat adbadirdon, Hilbertin lon ethyg) 22 prob\emcief\ bi-
Moil:

1960 ylinde Kurt Gedel , CH (Continuum hypot hesis) Jc@ru ise
Z FC ( Zermelo- Fraankel axtoms + axiom of cheicas) den bagimsin woldy-

quav qiésterdi.

1963 ydnda Pavl Cohen , cH yanly Ise 2FCc)den bagimsiz
o\Juﬁmu (Yani =(cH)+ Z FC +uork) olduzjmu 3‘&-\erd‘a.

Bu Somqlord gore , cHrin Ja'FZ]ru veya gan\a'r @U@md‘.s'jn.d}k;
sistem iginde kantlayameayin.
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